MultistabilnoS¢ jako zrodto nieprzewidywalnosci w uktadach dynamicznych
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Czy mozna przewidywac zachowanie sie
uktadéw ewoluujacych? Niekiedy moze
to by¢ proste, jak w przypadku zwyktego,
lekko odchylonego wahadta. Sa jednak
uktady, dla ktorych praktycznie

nie sposob okresli¢ stanu koficowego

Praktycznie dla kazdego uktadu istnieje
pewien pozadany zestaw warunkéw pracy.
Projektujac urzadzenia inzynieryjne zakta-
damy zazwyczaj, ze beda one pracowac
wlasnie w takich warunkach. Niestety, dla
uktadéw nieliniowych nie zawsze mozna
zagwarantowac prace w warunkach poza-
danych. Trzeba by¢ przygotowanym na to,
7e niepozadane warunki moga doprowa-
dzi¢ do uszkodzenia uktadu. Taka wtasnie
sytuacje mozemy napotka¢ przy modelo-
waniu systeméw biologicznych lub geofi-
zycznych. Moze okazaé sie, Ze rozpatry-
wany system dziala w szeregu réznych sta-
néw, oréznym znaczeniu, np. stan zycia
i $mierci w uktadach biologicznych, albo
stan ztej lub dobrej pogody w geofizyce.
Modelowanie takich proceséw prowadzi sie
zazwyczaj korzystajac z matematycznego
pojecia atraktora.

Atraktor - to podstawowe pojecie w teorii
uktadéw dynamicznych. Rozpatrzmy uktad
dynamiczny dx/dt = f(x), gdzie funkcja f(x)
speinia warunek ciaglosci konieczny dla
istnienia jednoznacznego rozwigzania, gdy
x nalezy do R* ta n-wymiarowa przestrzen
rzeczywista nazywana jest przestrzenig
fazowa réwnania. Minimalny podukiad R?,
A, taki ze x(t) > A, gdy t — oo, nosi nazwe
atraktora. Typowymi atraktorami sg punkty
state (réwnowagi), cykle graniczne (zacho-
wanie periodyczne) i dziwne atraktory (za-
chowanie chaotyczne).

Jedng z typowych cech uktadu nieliniowe-
go jest wystepowanie atraktoréw wspdtist-
niejacych. Znaczy to, ze dla danego zestawu
warto$ci parametréw, zaleznie od warunkow
poczatkowych, uktad moze dazy¢ do réznych
atraktoréw. Ceche te nazywamy multistabil-
noscia. By zrozumie¢ zachowanie dynamicz-
ne takich systeméw, konieczne jest obliczenie
basenu przyciagania dla kazdego wspdtistnie-
jacego atraktora. W wielu wypadkach struktu-
ra tych basenéw i ich bifurkacje prowadza do
nieoczekiwanej nieoznaczonosci dynamicz-
nej; a priori nie mozna przewidzie¢, na bazie
ktérego atraktora system bedzie ewoluowal.
Ponizej opiszemy kilka takich przypadkéw.

Jeden z najprostszych uktadéw mecha-
nicznych, z mozliwoscia wystapienia wiecej
niz jednego atraktora, to odwrécone waha-
dfo. Jak pokazano na ilustracji, mozliwe sa
trzy potozenia réwnowagi, A, B i C. Potozenia
AiCsg atraktorami, aBjest potozeniem
réwnowagi nietrwalej. Baseny atraktoréw
AiC zaznaczono odpowiednio kolorem nie-
bieskim i zéttym. Granice basenéw sa dobrze
okreslone; stanowia je linie proste. Zatzmy,
ze warunki poczatkowe moga by¢ okreslone
z doktadnoscia ¢, tak ze gdy warunki poczat-
kowe wychodza poza pasmo o szerokosci
wokdt granic, mozemy tatwo przewidziec, ku
ktéremu atraktorowi uktad bedzie ewoluowat.

7 bardziej skomplikowanym przypad-
kiem mamy do czynienia, gdy granica base-
nu ma strukture fraktalna. Przyktadem tej
sytuacji jest dynamika wahadta wymuszo-
nego zewnetrznie, przedstawiona na rys. 3.
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Rys. 1. Wahadto
odwrocone i baseny
przyciagania jego
atraktorow: jezeli stan
poczatkowy wypada

w obszarze niebieskim,
system z czasem zatrzyma
si¢ w punkcie A; stany
poczatkowe z obszaru
20ttego doprowadza
do punktu C
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Rys. 2. Baseny
przyciagania atraktorow
dla uktadéw dynamicznych
omowionych w tekscie.
Cztery symetryczne
atraktory chaotyczne,
widoczne poczatkowo na
rysunku (a) jako obszary
ciemnozielone, zielone,
iotte i czerwone, zostaja
zachowane w przypadku
stabego sprzezenia (h),
ale znikaja w miare
wzmocnienia sprzezenia
(c,d). Atraktory z dala od
glownej przekatnej x = y,
zanikaja pierwsze. Jezeli
uktad ewoluuje w strong
jednego z atraktorow,
ktore nastepnie ulegaja
zniszczeniu, nie mozna
przewidzie¢ do ktorego

z pozostatych atraktorow
prowadzié¢ bhedzie
trajektoria systemu
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Istnieja takie warunki, przy ktérych waha-  periodyczne przedstawione sa odpowiednio
dto wykonuje obroty zgodnie i przeciwnie do  jako A i B, aich baseny przyciggania zazna-
ruchu wskazéwek zegara. Te dwa atraktory  czono kolorem fioletowym i bladoniebieskim.

d=d,=0,x(-2,2),y (2 2) d,=d, =011, x (2, 2), y (-2, 2)
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W tym wypadku granica basenu ma struk-
ture fraktalng. Znaczne obszary przestrze-
ni fazowej maja te wiasciwosé, ze w dowol-
nym otoczeniu danego punktu, nalezacego
do basenu jednego atraktora, istniejg punk-
ty nalezace do basenu drugiego atraktora.
W takich obszarach nie sposéb przewidzieé
trajektorii systemu jedynie na podstawie
znajomosci warunkéw poczatkowych z do-
ktadno$cig ¢, choc¢ istnieja pewne obszary,
np. bezposrednie otoczenie atraktora, w kté-
rych przewidywania sg mozliwe.

Najtrudniej o przewidywania w uktadach
dynamicznych, ktére moga zmienia¢ atrakto-
ry w rezultacie zniszczenia atraktora poczat-
kowego, albo na skutek nieskoniczenie mate-
go zaburzenia zewnetrznego. Przypadki takie
mozna opisac na przyktadzie ponizszego dys-
kretnego uktadu dynamicznego (dwuwymia-
rowej mapy) opisanego wzorami:

Xoay = P+ U2 (1= p/l) (1%, + 1/1] = 1%, - 1) + dy (7, - %)
Yosr =00+ Y2 (1= p/) (1 + /1 = 13, = /1) + dy (R, - 1)

Dlad,, =0, F,(0) posiada cztery symetrycz-
ne atraktory chaotyczne A;; i = 1,4 w obszarze
I x I, gdzie I = [2; 2]. Atraktory, wraz ze swymi
basenami przyciggania, przedstawione sg na
rys. 2a. Baseny atraktoréw A; (ciemnoszary)
A, (czerwony), A, (zielony) i A, (z6lty) zazna-
czono odpowiednio kolorami ciemnoniebie-
skim, fioletowym, jasnoniebieskim i jasnosza-
rym, za$ basen przyciagania nieskoficzono$ci
zaznaczono kolorem granatowym.

Eksperyment komputerowy, ktérego wyni-
ki pokazano na rys. 2b-d wykazuje, ze tego
typu atraktory zachowuja sie przy stabym
sprzezeniu | d;,|<<1 (rys. 2b), azanikajg
w miare wzrostu sprzezenia (rys. 2c, d). Na
poczatku zanikaja atraktory odleglte od gtéw-
nej przekatnej, czyli A, i A, (rys. 2¢).

Zatézmy, ze dany uktad dynamiczny ewo-
luuje na podstawie jednego z atraktoréw, ale
atraktor ten ulega rozpadowi. Wéwczas nie-
mozliwe staje sie przewidzie¢, do ktérego
z pozostatych atraktoréw zmierzaé bedzie tra-
jektoria uktadu. Zniszczenie jednego atrakto-
ra - gdy pozostajg co najmniej dwa inne - na-
zywane jest bifurkacjg wielokrotng: jest to
Zrédio nieprzewidywalnosci dynamiczne;j.

Na rys. 2d widzimy ze x = y i dwuwymia-
rowe atraktory zredukowane zostajgq do dwu
symetrycznych atraktoréw jednowymiaro-
wych na gtéwnej przekatnej x = y. Na powiek-
szeniu na rys. 2e-f widzimy, ze w dowolnym
otoczeniu atraktora A (lub B) istnieja punk-
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ty, ktére naleza do basenu drugiego atrak-
tora B (lub A). W takim przypadku basen
A (B) jest podziurawiony przez basen B (A).
Podziurawione baseny prowadza do innej
mozliwej niepewno$ci dynamicznej, gdy tra-
jektoria systemu ewoluujacego ku jednemu
atraktorowi moze przetaczy¢ atraktory w re-
zultacie matego zaburzenia zewnetrznego.
Tak wiec multistabilno$¢ jest czestym
zjawiskiem w uktadach dynamicznych - ta-
kich jak uktady mechaniczne z uderzenia-
mi itarciem suchym, elektryczne obwo-
dy nieliniowe, modele biologiczne iekono-
miczne. Mozna oczekiwac, ze w takich ukta-
dach wystapia opisane wyzej niepewno$ci
dynamiczne. W uktadach, w ktérych mamy
do czynienia z szumami, niepewnosci takie
moga prowadzi¢ do nieoczekiwanych zja-
wisk, niekiedy o dramatycznym charakte-
rze. Zjawiskom niepewno$ci dynamicznych
poswiecony jest obecnie szeroki program
badan na skale swiatowa. [ ]
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Rys. 3. Uktad

wahadta zaburzonego
zewnetrznie (powyzej)

i baseny przyciaggania
jego atraktorow

w przestrzeni warunkow
poczatkowych (poniej)
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